Capitulo 7

Resolucao Numérica de Equacoes
Diferenciais

Neste Capitulo nosso objetivo éencontrar a solucao de uma equagao diferencial de primeira ordem que tem
a forma

Y= fa) (7.1)

onde z é a variavel independente, y é a dependente. Resolver esta equagao significa encontrar a fungao
y(x) que a satisfaz, o que na maioria dos casos nao é possivel de se fazer analiticamente. Os problemas de
interesse atualmente em Fisica envolvem equagoes diferenciais muito complicadas cujas solugoes analiticas
sao obtidas, na melhor das hipéteses, para aproximagoes bastante drasticas do problema original, e por isso
existe um enorme interesse na obtencao de solugoes numéricas. Os métodos que veremos aqui sao muito
simples mas ja servirao para analisar uma série de problemas.

O ponto de partida para todos os métodos de solugao numérica é a prépria definicao de derivada

dy . ylz+ Az) —y(z)
2
dx A;}CEO Az

(7.2)

O problema de calcular a derivada numericamente estd no limite Az — 0. Como fazer esse limite na
prética? O quanto pequeno deve ser Ax para que possamos considera-lo satisfazendo esse limite? Essas sao
as questoes cruciais aqui. O uso de um Az finito, embora pequeno, vai trazer um erro no nosso calculo, e o
melhor que se pode fazer é minimiza-lo. Ess problema é muito mais complicado do que parece, primeiro por
que existe uma questao de custo-beneficio, se Az é muito pequeno teremos problemas na obtencao de um
comportamento para r — oo, que é o desejado em muitos casos, e além disso, veremos que a discretizacao
da equagao diferencial, ou seja, o uso de (7.2), transforma a equagédo diferencial em um mapa que pode ter
comportamento completamente diferente do desejado.
De um modo geral, podemos classificar os erros computacionais de um determinado método como:

Erros de discretizagao: Se Ax fosse realmente infinitesimal todos os métodos seriam exatos. Infelizmente
um tamanho de passo infinitesimal requereria infinitos passos para varrer um determinado intervalo. A
acuracia do célculo pode ser monitorada se observamos as variagdes nos valores computados quando o
tamanho do passo de Ax para %Am, por exemplo. A redugao do passo melhora a acurdcia com relagao ao
valor tedrico (valor obtido pela equagdo continua) as custas da execugdo de mais passos e conseqiientemente
mais operagoes aritméticas.

Erros de truncagem: A origem desse tipo de erro pode ser entendida se observamos o desenvolvimento
por série de Taylor de uma fungao. A série de Taylor nos diz como podemos aproximar o comportamento de
uma fungao y(z) numa vizinhanga de tamanho Az do ponto xg, por uma soma de poténcias de Azx.

d 1 d? 1 4’
y(xo £ Azx) = y(zo) £ Ax Y + —(Ax)? ey + —(Ax)? d—:c?i (7.3)

dz 2! dz? 3!

r=x0 Tr=x9 =xo
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Cada termo da série é menor, em modulo, que o anterior. Deste modo se decidirmos parar a soma no segundo
termo, por exemplo
d
y(xo £ Azx) = y(zo) £ Ax d_y . (7.4)
x

r=xo

O maior termo que estaremos omitindo sera da ordem de (d?y/dz?)(Az)?, ou seja, um erro O((d?y/dz?)Az?).
Nesta aproximagao, estaremos indo do ponto y(zg) para o ponto y(xo + Ax) através de uma linha reta que
vai de zg até xo + Az. Esta aproximagao pode ser adequada se y(zp) é uma fungao suave e se o tamanho do
passo, Az, é pequeno o suficiente, mas certamente nao é prépria para funcées que variem muito rapidamente.
A solucéao é considerar termos de ordem mais elevada na expansao de Taylor, o que gera um algoritmo con-
sideravelmente mais complicado.

Erros de arredondamento Toda operacao aritmética executada por um computador envolvendo ntimeros
reais resulta em perda de acuracia devido ao tamanho finito da representagao interna dos niimeros reais,
como discutido no Capitulo 1. Essa questao é relevante quando milhares ou milhoes de operagoes sao re-
alizadas, como quando resolvemos equacoes diferenciais. Quanto mais operagoes efetuamos, maior o erro
de arredondamento, e este em geral aumenta quando o tamanho do passo diminui ou quando consideramos
termos de ordem mais elevada na expansao de Taylor.

Quando desenvolvemos uma solugao numérica para uma equagao diferencial devemos considerar todos os
tipos de erro e procurar otimizar o tamanho do passo que minimiza o erro de uma forma global.

Em termos do algoritmo computacional nosso objetivo é a determinacdo da seqiiéncia de pares (xq, y(zo)),
(xo + Az, y(zo + Ax)), (xo + 2Ax, y(zo + 2Ax)) ete, o que faremos avangando a posigao inicial (zg, y(zo))
de acordo com um determinado algoritmo. No que se segue, y(z;) é o valor exato da solucdo na posi¢ao z;,
e y; é o valor computado.

7.1 O Método de Euler

O método de passo tnico mais simples é o método de Euler e se baseia na seguinte definicao de derivada

dy _ y(@+Az) —y(x)

dr Az (7.5)

que corresponde a tomar apenas o termo linear da expansdo em série de Taylor de y(z). Portanto, é um
método O(Azx) e estaremos cometendo um erro de truncagem O(f'Az?).
Aqui, Az é finito, e pode ser usado para se escrever o algoritmo computacional

Yir1 =y + filw (7.6)

onde f; representa a fungio f(z,y), calculada no ponto inicial do intervalo, (x;,y;).

A representagao grafica de (7.6) pode ser vista na figura 7.1. O cédlculo de y;4+2 vai depender do valor
calculado no passo anterior, y;+1, € assim por diante. Chamamos de processo iterativo esta forma de célculo.
Note que nao hd como determinar um valor y,, sem calcular todos os valores y; anteriores. E geral precisamos
calcular um nimero muito grande de iteragoes, assim, o algoritmo deve ser muito eficiente, ou seja envolver
o minimo de operagoes. Nisso o método de Euler é muito bom, mas o erro é grande e vai acumulando a
medida que a solugao avanca, deixando o método restrito a poucas aplicagoes.

7.2 Modificagcoes no Método de Euler

A maneira assimétrica de calcular a derivada no método de Euler, usando o valor de f(z,y) no inicio do
intervalo, é problemaética. Certamente se tormarmos o valor da derivada no centro do intervalo, ou a média
entre os valores tomados em vérios pontos do intervalo, teriamos uma melhora no método. Vamso ver duas
formas simples de melhorar muito a acuricia, a primeira usando a média dos valores de derivada no inicio e
no fim do intervalo, e depois usando o valor da derivada no ponto central do intervalo.
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Yint
f

Ay=fAx
Y(X,1)

y(x)
Yi

Ax
X Xivq

Figura 7.1: Método de Euler para calcular a variagao de y; até y;1.

Método de Heun

O algoritmo proposto no método de Heun substitui a derivada no inicio do intervalo, pela média dos valores
inicial e final (Fig. 7.2), ou seja

1
Yirr = yi + 5 (fi + fir1) Az (7.7)
Note que fi+1 depende de y;4+1, assim a equagdo (7.7) ndo pode ser resolvida diretamente para y;11. Pre-

cisamos fazer primeira uma iteragdo usando o método de Euler, obtendo uma estimativa para y;11. Veja
como fica a seqliéncia de iteragoes a partir do valor inicial (xg,yo):

fo = f(xo,%0)
y1 = Yo + f(x0,y0)Ax — estimativa pelo método de Euler
1 = 20 + Ax
fi=flz1,p1)

1
y1:y0+§(f0+f1)A£E —  valor final de y;

fi=f(z1,y1) — usando o valor final de y;

y2 =y1 + f(x1,y1)Ax —  estimativa pelo método de Euler

To = 21 + Ax
fa = f(w2,y2)
1
Y2=y+35 (fi + f2) Az —  valor final de y,
(7.8)
Método do Ponto Central
Neste caso em vez de y;+1 = y; + fiAx temos
Yite = Yi + fir12Ax (7.9)

onde f;+1 é a derivada de y(z) no ponto intermedidrio ;41 (Fig 7.3. Neste caso, usamos o método de Heun
para iniciar o processo. Veja como é o esquema, a partir da condigdo inicial (xg, yo):

Y1a = Yo + f(zo,y0)Az = yo + (Ay), — primeira estimativa de y;

r1 = 20 + Ax
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f f.
y(%.) / 1W = y(x)

Figura 7.2: Método de Heun para calcular a variacao de y; até y;y1.

fl = f(xlvyla)
(Ay)y = fiAz e y1p =yo+ Ays — segunda estimativa de y;

1
Ay = 5 [(Ay)a + (Ay)s] e y1=yo+ Ay — valor final de y;
y2 = yo + f(z1,91)20%

To =21 + Az
ys = y1 + f(w2,y2)2A7
T3 = 29 + Ax

ys = y2 + f(x3,93)2Az
(7.10)

y(x;i /// _N(x)

| ay=t.20x

Ax

X, X X

Figura 7.3: Método do ponto central para calcular a variacao de y; até y;4o.

A conclusao que tiramos a partir dos métodos de Heun e do ponto central, é que o método de Euler pode ser
refinado quando usamos a informacao sobre a derivada em pontos intermediarios do intervalo, o que significa,
como veremos abaixo, levar em conta a curvatura de y(xz). Vamos analisar um método generalizado, que
toma um ponto intermedidrio qualquer entre z; e x;41, e usa a média ponderada de derivadas, gerando o

algoritmo

yir1 = i + fAz, (7.11)

onde f é determinada pela equacio

f=afi+bfu, (7.12)
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onde a e b sdo os pesos e f; é a derivada calculada no ponto (z;,y;), enquanto que f;: é a derivada calculada
em algum ponto intermediario definido como

fir = f(xi + a Az, y; + B fildx) (7.13)
Ay

onde os parametros « e [ especificam a posigao do ponto intermedidrio. Os quatro parametros devem ser
escolhidos de forma a otimizar a acuracia do resultado, e nao sao totalmente independentes.

A derivada no ponto intermedidrio pode ser escrita como uma expansao em série de Taylor ao redor do
ponto inicial. Mantendo apenas o termo de primeira ordem temos

flzi+aAx,y; + BAy) = f(zi,y:) + @Az g‘frﬂfiAﬂ? of

14
or oy + (7.14)

i

Substituindo a expansao (7.14), em (7.12) e levando este resultado em (7.11), obtemos:

+opfias 2L

. 7.15
6y 337,7y7,‘| ( )

Considere a solucao exata, y(z), expandida em série de Taylor, nas vizinhangas do ponto z;, até a segunda
ordem:

0
Yit1 = yi + Az | (a+b) fi + balAx 8—;;

TirYi

2 d2y
2

dy 1
i+ A = i)+ Ar — ~(Az)?—=
Yo+ Ar) = y(w)+ A deiU( ier

T

d
S (s, y(zs)] + %A$ d_i

y(a;) + Az

] . (7.16)

Mas
df(e,y) Of  dydf of of
1z _%—i_aa_y_&c—i_f(x’y)ay' (7.17)

Substituindo (7.17) em (7.16) temos

Plawy(el + 3ae 5|+ Gaaf loyto)) 3

y(x; + Az) = y(x;) + Ax B By

] (7.18)

Quando comparamos a expressdo (7.15) com (7.18) vemos que, para que as duas sejam equivalentes, os
parametros a, b, a e 3 estao relacionados:

I
—

a+b
ab = pb= - (7.19)

Sao trés equacoes e quatro incognitas por isso temos liberdade em escolher os parametros. Uma escolha

possivel é

1
a=0 b=1 a=ﬁ=§ (7.20)

que resulta num algoritmo idéntico ao do método do ponto central discutido anteriormente. A escolha que
leva ao algoritmo do método de Heun é

1
a=b=§ a=p=1 (7.21)
Verificamos assim que os dois algoritmos incluem termos O(f'Az?) no calculo de y;11, evidenciando o fato

que levam em conta a concavidade da solugao melhorando consideravelmente a acuracia da solucao calculada.
Esses métodos também sao conhecidos como métodos de Runge-Kutta de segunda ordem.
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7.3 Representacao do movimento no espaco de fase

Os métodos acima podem ser generalizados para um sistema descrito por qualquer ntimero de varidveis se
usamos a notacao vetorial, definindo como S o estado do sistema. Por exemplo, num movimento unidi-
mensional, a componente S; pode ser a posi¢ao, e Sy a velocidade. Num movimento bidimensional, S; e Sy
podem ser as coordenadas x e y, e S3 e Sy as respectivas componentes da velocidade. Com essa generalizagao,
a equagao(7.1) é escrita como

—

ds /5

=7 (S.2) (7.22)
A definigdo das componentes de S ndo é Gnica, e em geral ¢é feita através da utilizacao de grandezas fisicas,
tais como posicao e velocidade. O vetor S define um ponto, ou um estado do sistema, no que chamamos
espaco de fase. A evolugao temporal de um sistema corresponde a trajetoria desse ponto no espaco de fase
multidimensional.

A definicdo do espaco de fase permite que possamos escrever uma equacao diferencial de ordem mais
elevada como um sistema de equagoes acopladas, na forma (7.22). Vejamos como fazer isso, usando um
exemplo bem conhecido, o oscilador harménico simples (OHS). O sistema é o corpo que estd oscilando ao
longo de uma linha, por exemplo pela compressao e descompressao de uma mola. Seu estado é caracterizado
pelos valores de posicao, z, e velocidade, v. Conhecemos a equacgao do OHS na forma de equacgao diferencial
de segunda ordem para uma varigvel escalar [5],

2
(jin +w?r =0, (7.23)

onde w é a freqiiéncia natural do oscilador. Esta equagao tem como solucao uma funcao harmonica, e pode
ser escrita como

x(t) = Acos(wt + ¢), (7.24)

onde A é a amplitude do movimento e ¢ a constante de fase. Nao estamos interessados em variar w portanto
vamos eliminar esse parametro redefinindo a escala de tempo: t' = wt. Nessa escala adimensional o tempo
é medido em unidades do periodo, 7, dividido por 27. Por exemplo, se t' = 1, o tempo decorrido foi 7/27.
Abandonando a linha do nome da varidvel temos,

d%z

— +x =0, 7.25

dtg ( )
e x(t) = Acos(t + ¢). Para usar os métodos descritos neste capitulo, precisamos escrever a equacao (7.25)
na forma de duas equagoes de primeira ordem. Isso pode ser feito com a definigao:

dzx
T 2
i v, (7.26)
que quando substituida em (7.25) leva a
dv
— =z 2
ik (7.27)

As duas equacoes acima podem ser escritas de forma compacta usando uma notagao vetorial:

—

ds -z .
i f(S) ou seja,

o = f1(51,52) = =52 e 45 = f2(S51, S2) = Sh, (7.28)
dt dt

onde S; =z e So =v. A determinagao das condicOes iniciais nos diz em que ponto do plano zv o movimento
comega, e a evolugao temporal do sistema sera dada pela seqiiéncia de pares (z,v), gerando uma trajetéria.
Neste caso temos que 22 +v% = A2, logo a trajetéria no espaco de fase sera um circulo de raio A determinado
pela condigao inicial. A escolha do sinal em (7.26) faz com que o circulo seja percorrido no sentido anti-
horério, ou trigonométrico (confiral).
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7.4 Escolha do passo de discretizacao

Em qualquer método usado, a escolha do valor de Az de ve ser feita com muito critério. Uma regra étima
para uma primeira estimativa é que Az ~ X/100, onde X é um valor caracteristico de = para o sistema.
Aqui estaremos associando a varidvel independente ao tempo, entao Ax = At, que é um pequeno intervalo
de tempo, e seu valor pode ser escolhido através da estimativa de um tempo caracteristico T'. Por exemplo,
para o OHS esse tempo caracteristico é o periodo. Claro que nesse caso sabemos exatamente o valor de
T, se tivermos um oscilador qualquer, podemos consider o valor de T" para um OHS similar, ou fazer uma
primeira determinacdo numérica grosseira. A sensibilidade com o At escolhido pode ser verificada variando
seu valor e analisando como o resultado foi afetado. Veja na figura 7.4 como a escolha errada do passo de
discretizagao pode levar a conclusoes equivocadas.

Figura 7.4: Comparagao entre a solu¢do analitica (linha contfua) e a numérica obtida pelo método de Euler
(circulos), para um oscilador harménico de perfodo 27. (a) dt é da ordem de 27/100, e a concordancia é
razoavel, e (b) dt é grande demais, a solugdo numérica nao parece conservar a energia mecanica.

7.4.1 Instabilidade por discretizagao

Talvez o pior problema a ser enfrentado na solugao numérica de equagoes diferenciais é a possibilidade de
alteracao de estabilidade da solucao pelo processo de discretizagao. Em poucas palavras, a discretizagao de
uma equagao diferencial transforma um problema continuo em discreto, e nao ha qualquer garantia que o
tipo de solucao dois dois seja a mesma. Vamos ver um exemplo classico desse problema, adiscretizacao da
equacao logistica.

Um modelo simples para a evolugao temporal de uma determinada populagao foi proposto por Verhults em
1838, levando em conta uma corre¢ao ao modelo de Malthus (1798) que previa um crescimento exponencial
da populagao. No modelo de Verhults, ha um termo que limita o valor maximo da populagao, representando
todos os efeitos ja observados em caso de superpopulacdo, ou seja, epidemias e fome. A equacgao resultante
(equagao logistica) tem a forma

dp

P _ iy ), (7.29)

e tem como solugao a funcao sigmoidal

poekt

= T T (7.30)

p(t)

onde k é um parametro que combina o efeito da reproducao e da limitagao da populacao, e p fica definida
entre 0 e 1, ou seja, p representa a populagao normalizada pelo maior valor possivel para a espécie, devido a



CAPITULO 7. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS 54

toxidade muitua ou a falta de nutrientes. A fungdo (7.30) é bem comportada, sua forma para diversos valores
de k pode ser vista na figura 7.5. E facil verificar que a solugdo (7.30) tem um comportamento razodvel:
para p < 1 a populagao tem uma taxa de crescimento alta, mas & medida que se aproxima de 1, chegando
perto da saturacao, o crescimento passa a ser muito lento, mostrando uma auto-regulagem do sistema.

Se a equacao (7.29) for discretizada pelo método de Euler, teremos a seguinte expressao:

p(t)

0 20 40 60 80 100

Figura 7.5: Comportamento da solugdo (7.30) para diversos valores de k.

pt +dt) = p(t) + kp(t)[1 — p(t)]dt. (7.31)

Dependendo do valor de ¢ = k dt a seqiiéncia de valores p(0), p(dt), p(2dt), etc, pode ser completamente
diferente da soluc¢do continua. Por exemplo, a figura 7.6 mostra a solugdo a partir de (7.31) para ¢ = 3.0,

com dt = 0.5 e k =6.
A discretizagao de uma equagao diferencial a transforma em um mapa, um sistema dinamico capaz de

Figura 7.6: Comportamento da solugéo (7.31) para k = 6 e dt = 0.5, que resulta em ¢ = 3. A linha tracejada
corresponde & expressao (7.30) para k = 6.

apresentar caos em uma dimensao. Para que uma equacgao diferencial apresente caos, é preciso que seja pelo
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menos de terceira ordem. As primeiras observacoes de caos deterministico foram feitas exatamente durante
o processo de discretizacdo de equagoes diferenciais [10, 11, 12, 13].

7.5 Exercicios

1. Embora possa ser resolvida analiticamente, a equagao de movimento do oscilador harménico é 6tima
para testar os métodos apresentados no capitulo.

(a) Escreva programas para obter os valores (z,v) e (z,t) para a equacao (7.25) pelos métodos de
Euler, Heun e ponto central. O calculo de f deve ser feito com a fungao

void f(float *X, float *F)

{
F[0] = -X[1];
F[1] = X[0];
}
(b) Faga os gréficos de x(t) obtido pelos métodos acima usando o mesmo valor de d¢. Comente os
resultados.

(¢) Construa o grifico da trajetéria no espago de fase para os trés métodos.

(d) Considere agora que o movimento é amortecido. Repita o item 1lc para

d? d
d—tf + bd—f ta=0, (7.32)

para os casos de amortecimento critico, subcritico e supercritico.
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