Métodos da Fisica Tedrica I — 2019/1
62 lista de exercicios

1. Ao aplicar a 2* lei de Newton ao movimento de uma particula, foi encontrada a seguinte equacao:
mi(t) = —bx(t) — kx(t),
onde um ponto denota uma derivada em relacao a t e m, b, k sao constantes reais tais que b? = 4km.

A

a) Encontre uma solugao desta equagao da forma x1(t) = e, com A constante.

b) A partir de x1(t), encontre outra solugao, linearmente independente, com auxilio do Wronskiano.

c¢) Utilize o método da variagao das constantes para encontrar a outra solugao. (Ou seja, substitua
na equacao diferencial a expressao z3(t) = «a(t) x1(t) e entao encontre a fungao a(t). Naturalmente,
xo(t) deve ser igual a solugao encontrada no item anterior.)

d) A partir das condigoes iniciais x(0) = x¢ e #(0) = 0, encontre x(t).

2. Considere a equacao x%y” — 2y = 0.

o0

a) Procure uma solugao da forma y;(z) = 5 Cpx™.

n=0

b) Utilizando o método da sua preferéncia, encontre uma outra solugao a partir de y; ().

¢) Mostre que, buscando uma solu¢ao da forma yr(z) = Z an(x —1)", é possivel encontrar a
n=0

solucdo geral da equagao acima. (Este item é mais para a sua diversao. Este método de solu¢ao nao
costuma ser usado. Dica: expanda z? em série de Taylor em torno de z = 1.)

d) Encontre a solugao geral de z%y” — 2y = a3 cos(x).

(Vocé pode usar que [ 2?cos(z) dz = z(2? — 6) sen(x) + 3(x? — 2) cos(x).)

3. O estado fundamental (estado de menor energia) do oscilador harménico quéntico é caracterizado
por uma equagao do tipo:

"+ (1 —2*) =0.
Utilizando o método de Frobenius, mostre que v (x) = exp (—z?/2) é solugao desta equagao.
(A outra solugao linearmente independente nao faz sentido fisico e é descartada, uma vez que
lim, 4o %(56) = OO)



4. Note que a equagao x%y” + xy’ —y = 0 possui a solucao y;(z) = z. Usando o método da variagio
das constantes, encontre uma segunda solugao e resolva z?y” +zy —y =1/(1 — z).

5. Mostre que a equacao diferencial xy” + (1 — z)y’ + Ay = 0 possui solucoes polinomiais se A é um
inteiro nao negativo. Calcule esses polinomios para A < 4, normalizando-os pela condicao y(0) = 1.

6. Use o método de Frobenius para resolver a equacao diferencial
(z* + 22%)y" + 3z — 62°y = 0.
Escreva os cinco primeiros termos de cada série obtida. Quais os raios de convergéncia das séries?

7. (Mecanica Classica) Uma particula de massa m e carga ¢ se movimenta na presenca de um
campo magnético B constante e uniforme.

a) Utilizando coordenadas cartesianas (x,y, z) e escolhendo o eixo O? paralelo a B , mostre que a
2% lei de Newton leva as seguintes equacoes de movimento:

mi = qBy
my = —qBx
mz = 0.

—

Dica: lembre-se de que a forca magnética é dada por Fn = qu X B.

b) Resolva o sistema de equagdes acima e descreva o movimento da particula.

Dica: A equagao para z(t) ¢ obviamente trivial. Encontrar as expressoes para z(t) e y(t) significa
resolver um sistema de equagoes diferenciais acopladas. Uma maneira para fazer isto seria derivar,
por exemplo, a primeira equacao em relagao a t e entao substituir a segunda equagao, obtendo uma
equagao de terceira ordem para x(t).

Existe, porém, uma maneira mais elegante de resolver o problema. Para tanto, defina uma varidvel
complexa w := x + iy, de modo que x = Rew e y = Imw. Derivando w duas vezes em relacao a t e
substituindo as equacoes para @ e §j, vocé deve obter uma equacao de segunda ordem simples para
w(t).



